SUR LES SUITES DTNTERPOLATION POUR 

LES ESPACES DE BERGMAN A POIDS 

DANS LA BOULE DE C" 
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OO I Abstract. Let A be a sequence of points of B" the unit ball of C". 

y^ • In terms of interpolating vectorial function (or Amar's function) [1], we 

^^ ' give a necessary condition on A to be interpolating for the weighted 

Bergman space Sg(B"). In the particular case of Hardy space H^{M^), 
this condition is sufficient no optimal. In the main theorem proof, we 
resolve Gleason's problem (vectorial form) in _Bq(B"). 



Resume. Soit A une suite de points de la boule unite B" de C". En 
^>- ■ termes de fonction vectorielle ( ou fonction d'Amar) [1], nous donnons 

une condition necessaire pour que A soit d'interpolation pour I'espace 

de Bergman a poids B^{M"). Dans le cas particulier de I'espace de 
rl^ ' Hardy H''(B'^), cette condition est suffisante non optimale. La preuve du 

jrt I theoreme principal contient aussi une resolution du probleme de Gleason 

(forme vectorielle) dans Bg(B"). 



1. Introduction 
'> 
tH- ■ Depuis les travaux de K. Seip [10], les suites d'interpolation pour les 

VT) . espaces de Bergman a poids dans la boule de C" ont sucsite un interet par- 

ticulier. Dans ce contexte, je definis une extension de la fonction vectorielle 
interpolante (ou fonction d'Aniar)[l] qui est un vecteur de (H°° (M"))^ , en 
LIT ! son analogue dans (Ba(B"))",( (//°°(B") etant I'espace des fonctions holo- 

QQ ' morphes bornees sur B"). Les preuves des proprietes qui en resultent sont 

^^ . modelees sur celles de [1] et utilisent les notations M.Jevtic' - X. Massaneda 

- P.J. Thomas [6]. 

kS ' l-l- Notations et rappels. Pour z et w dans C", on ecrit: 

z.w = y^ ZjWj, < z,w >= z.w, \z\ =< z,z > et p{z) = 1 — \z\ . 
i=i 

4>a est I'automorphisme involutif qui permute I'origine et a G B" := {p > 0}. 
Les mesures dvn et dan designent celle de Lebesgue et celle d'aire normalisees 
respectivement sur B" et 9B". Pour a g]0, +oo[ et p e]0, +oo[, on note [6]: 

5P(B") = {/ G LP(B",/j°P-i(iz^„);/ holomorphe} 



^ Ce travail a beneficie du soutien de I'Action Integree AI 180 MA et du Projet d'Appui 
a la Recherche Scientifique PARS 107. 
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muni de ||/||p,« := ||/||LP(pap-idi/„)- Lorsque 1 < p < +00, son dual est 



M(]B") ou 1/p + l/q = l et ap = f3q. Pour q = 0, B^(]B") designe la classe 



de Hardy m{W) munie de ||/||p = [sup o<r<i / \f{rw)\Pdan{w)]^''' = 

ll/*llLf(o-„)) /* etant la limite radiale de /. 

Soit A = {ak}'^^i C B" une suite. Les suites A = {)^k}k'=i ^ '^ telles que 
ll-^llp,n/p+a := ll{^fcP(afc)"^^"''°}^ilkp < +00 forment I'espace -^^/p^^- A est 
dite d'interpolation-5g(B") (ou A G Int{B^(R"-)) lorsque : 

(^ e C/p+J ^ (3/ e B^JW^) : /(a,) = A,, fc = 1, 2, ...)• 

On pent alors choisir / de fagon que ||/|lp,a < C'yl||{Afc}^]^|lp^„/p+a ou Ca 
est la constante d'interpolation de A. 
La condition de Carleson: 

(1) inf{]J I ^a, (flfc) I, k entier > 0} > 

caracterise les suites d'interpolation-ii^^(B^) pour p dans ]0, +00]. Pour 
n > 2, (1) (qui est suffisante) n' est pas necessaire [5] pour que A ap- 
partienne a Int{H°°{M"')). En revanche I'existence de la fonction vecto- 
rielle B : B" — > C" interpolante pour A, introduite par E. Amar dans [1], 
est necessaire pour que A soit dans Int{H°°(M>"'). Elle est aussi suffisante 
pour que A € /nt(-ff^(B^) pour tout 1 < p < +00 ([1], Th.1.5). Conime 
Int{HP{M'^)) 7^ Int{H'^{M'^)) pourp 7^ q, I'existence de B n'est pas necessaire 
pour que A soit dans Int{H'^{M'^)) lorsque p est fini . Pour qu'il en soit ainsi, 
nous etendons la definition de B (dans le cadre general des espaces i?S(B")) 
de fagon a tenir compte de la variation de p ; ce qui se for mule comme suit: 

Definition 1.1 Soient A = {ofclfcLi '^^'^^ suite de points de B", a > 
et p > deux reels. Une application B : B" — > C" est dite interpolante 
pour A dans i3a(B"^) lorsqu'il existe i(n,p,a) = t > et C(^n,p,a) = C > deux 
constantes telles que pour tout entier k > 1, il existe une matrice M^^z) d 
elements dans i3a(B") telle que: 

a) B{z) = Mk{z)<j)a^{z), {z e B"), avec \\Mk\\p,a < C; 

b) \detMkiz)\ > t et |M~^(z)| < C pour tout z £ {\4>aJ < tp(afe)"^p+"^}; 
(^||M|| (respectivement \M\) designe sup{\\e\\ (respectivement \e\), e element 
de M}). 

On retrouve evidemment la fonction originale d'Aniar en mettant a = 
et p = 00. 

Nous sommes maintenant en mesure d'enoncer le resultat principal de ce 
travail : 

Theoreme 1.1. Supposons que 2 < p < +00 et a a {0} U [1/p, +oo[. 
Alors toute suite d'interpolation-BaiW") admet une fonction vectorielle in- 
terpolante dans i?2Q, (B"). 

La preuve du Theoreme 1.1 se base sur le Lemme d'extension lineaire 
(qui va suivre) et le theoreme suivant : 
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Theoreme 1.2. Lorsque 2 < p < +00 et a G {0} U [1/p, +oo[, il ex- 
iste une constante Lfn,p,a) telle que : si /i,...,/jv sont dans Ba{W^) et a 
est dans n^;^/~ (0), on pent exhiber Gi, G2, ..., Gat dans I'espace produit 
{Bl{WY tels que: 
* fj{z) = Gj{z)4a{z), {z G W\3 = 1, 2, ...,N), 

*\\12j=l\Gj\ llp/2,2a < -^(n,p,a)III]j=l l/il llp/2,2a- 

Lorsque A^ = 1 et a = 0, le Theoreme 1.2 resout le probleme de Glea- 
son ([8], Chap.6) pour I'espace Bl{W). 

Nous obtenons la reciproque du Theoreme 1.1 dans le cas n = 2 et a = 0: 

Theoreme 1.3. Supposons que la suite A = {ofelfcLi C B^ verifie : 

- La niesure ^a '■= 'l2kPi'^k)'^^ak ^^^ '^^ Carleson (6a est la masse de Dirac 
en a), 

- A admet une fonction vectorielle interpolante dans HP(M'^) ou p g]3, +oo[. 
Alors a toute suite {)^k}kLi de P^, (resp. 1°^ ), on peut associer f dans 
i7P/3(B2) (resp. HP/^{M^)) telle que f{ak) = Xk, k = 1,2,.... 

Le cas general (n > 2 et q > 0) necessiterait la resolution iteree de I'equation- 
d, partant d'une (0,n)-forme (provenant des donnees) et aboutissant a une 
fonction dans Ba- 
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Jc rcmercie les profcsscurs B. Jennane, X. Massaneda, P.J. Thomas et A. Zeriahi. 



2. Lemmes techniques et preuve du Theoreme 1.2 

Lemme 2.1. (d'extension lineaire [S.Drury]). Supposons a > et 
p > 2. Soient A = {ak}^^i d'interpolation-Ba{W^) et Ca sa constante 
d'interpolation. Alors pour tout entier N > 1, il existe f3i, (32, ■■■, Pn dans 
Sg(B'*) verifiant : 
* (3j{ak) = Sjk {symbole de Kronecker), 

jj=l \Pj\ \\p/2,2a 



Ef=i mX/2,2a < c, := ciE^riP(«.)"+"i'/^. 



Preuve. Ce lemme fut utilise dans [1] avec a = 0. On applique I'egalite 
de Plancherel Wgzh^G'j^^iM'j^) = Wdzh^GN^m)^ ^^^ donnees suivantes : 

• Gn = {1, A, ..., A^~^} est le groupe multiplicatif engendre par A = 
exp{2iTi/N) et dfiN '■= jq X]i=i '^aj ^st sa mesure de Haar {5x est la masse 
de Dirac au point x). 

•k G^ est le groupe (cyclique a N elements) dual de Gn de mesure duale 
•^Mat = Yl,j=i ^"fj o^ 1'' 6st la j="^^ puissance du caractere 7 defini par 
7(A) = A. 

* dz '■ Gn — > C est associee a z G B" par gz{X?) '■= djiz) (j = 1,...,A^) 
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ou Qj resout le probleme d'interpolation : qj G i?a(]B"), gj{ak) = A-'^ et 

Pour j dans {1,...,A^}, les transformees de Fourier I3j{z) := gzil'^) sont 
bonnes pour le lemme. 

Lemme 2.2. Soient p €]l,+oo[ et a G {0} |J[l/p, oo[. Alors a f dans 
Sq(]B") et a dans /^^(O), on pent associer Ga dans Vepace (^^(IB"))" de 
fagon que : 

ii) f{z) = Ga{z)4a{z), {Z G B"), 

[ll) II |(-T(j| llp^Q, < ^ {n, p, a)\\ J \\p, Cl- 
ou -f^(n,p,a) est une constante ne dependant que de n,p et a et \\\Ga\\\p,o •= 

\\\G*a\\\LP(da„)- 

Remarque 2.1. (a) Pour a G B" et ka{z) := ( (-i-<z a>'i^ )"^^^"' I'operateur 
Taif) '■= ka X (f o 0„) conserve la norme || \\p^a de Lq(B"^) et induit une 
isometrie sur i?a(B") ([6], Lemmel.7). Si G = (gi, ■■■,gm) est un vecteur de 
(LS(B")r, on a |r„(G)| = |r,(|G|)| ou r,(G) := (r,(ffi), ...,r„(<7™)). 

(b) Lorsque I est entier > 1 et P„ : C"+' -^ C" est la projection orthogo- 
nale, nous disposons de I'egalite de Forelli ([8], p. 14) : 



{F) / ^ , ,5 o Pndan+l = Cr'"' / p{wY-'g{w)dUn{w), 

pour 5 G Li(z^n) et C^'"^ := ^^^ • 
L'egalitee dans {F) demeure vraie dans la situation suivante : 
(Fbis) g continue dans B", 

gp^~^ G L^^^n) et 5 o P„ G L^{an+i). 
{Xr{z) etant lsi|z|<r<letO sinon, on met gxr dans (F) et on fait 
tendre r vers 1^). 

Preuve du Lemme 2.2. La Remarque 2.1(a) permet de supposer 
a = 0. En effet, le fait que Taif){0) = nous donne Go G (5gB"))" avec 
Taif){w) = Go{w).wet |||Go|||p,a < K(^n,p,a)\\Taif)\\p,a- Comme kai4>a{z)) = 
{ka{z))~^ ([8], Th.2.2.2), on prend w = (j)aiz) pour voir que le vecteur 
Ga '■= Ta{Go) verifie (3*) du Lemme 2.2. 

Cas g = . Puisque / G HP{W) et /(O) = 0, la solution d'Ahern- 
Schneider au probleme de Gleason donnee au Chapitre 6 dans [8] est le 
vecteur Go voulu dans le Lemme 2.2. Sa composante de rang k est donnee 
par : 
f \ H^ ^ / 1 1-(1- <z,g>)" - 

^"^ '^ ^'^ = J dM-il-<z,^>r ^^J^ UiOdaniO 

avec f{z) = Go{z).z et |||Go|||iP(^„) < ^(n,p,o) 11/11 i7P(]B")- 
Cas a = l/p oil / est entier > 1. Fixons / dans B^, (B") telle que /(O) = 



0. Puisque / o P„ G i?P(B"+^) ([6], Lemmel.2) et / o P„(0) = 0, I'analogue 
(n + /) de (n) donne : 



(2) foP^{z,w) = G^{z,w).{z,w), (z,u;)GB"+', ^G 

ou Go G (i7P(B"+' ))"+'. 
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La composante de rang k du vecteur Go{z, 0) s'ecrit : 

(3) i'^'\z,0) = [ h,oP^{w,Odan+i{w,0, {wen 

/.^ ~ w ^ 1 l-(l-<z, «;>)"+' _ „, , 

(4) oil hJw) := --7 ^ ■ Wkf(w). 

Pour z fixe dans B", on a hz{'w)p{wf^^ € L}{di'n) et grace a (Fbis), (F) 
s'applique: 

l-(l-<z,^>)«+' _ ,, . , , , 
X Wkf{w)dVn(w). 

< z,w > 

Cas a G [1/p, +oo[. Soit / G i?a(]B") avec /(O) = 0. (5) nous suggere de 
poser: 



(6) gk{z) := j{n,p,a) 



(1- < z,w >)"+"P 
1-(1- < z,ti; >)«+"P_ 



r(n+ap) 



-Wkf{w)dVn{w), 



ou 7(n,p, a) := pfa 'irfa+i'i • Montrons que le vecteur 

(7) G(z):=(5i(^),...,5n(^)) 

verifie effectivement: 

(i) /(z) = G{z).z, 

(ii) \\\G\\\p,a < K(^n,p,a)\\f\\p,a • 

On a grace a (6): 

N 

G{z).z = '^gk{z)zk 
fc=i 

f{w)K:^p{wrP-'dUn{w) 



(8) - 7(n,p,a)/ J(«;)/>(«;)"^-^dz.„M 

J ]B 

(9) ou i^,(u;) := 7(n,p,a) ^^_ ^ ^^ ^ ^^„+^p 

La premiere integrale dans (8) vaut f{z) puisque le noyau Kz{w) est re- 
produisant pour I'espace i3£(B") ([6], p. 514); alors que la seconde est nulle 
puisque /(O) = 0(recrire en coordonnees polaires); d'ou le point (i). 
Montrons (ii). L'egalite (6) s'ecrit aussi: 

gk{z)p{zr-^/P = l^n,p,a)j ^^ ^^_ ^ ''^^2>)n+l+s ^k{z,w)f{w) X 
p{wr-^/Pdl^r.{w) 
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et s := a{p — 1) + l/p — 1- 

Puisque '-'-'- ^:::^^"^"' = -(n + ap) + 0{\<z,w> |) et ^^g^ < 2, 
Afc est bornee sur B" x B". Le Theoreme de Forelli-Rudin ([8], Chap. 7) im- 
plique alors que ||(7fc||p,a ^ ^{n,p,a)\\f\\p,a (puisque p > 1); ce qui montre (ii). 

Preuve du Theoreme 1.2. Elle consiste a prouver le lemme suivant : 

Lemme 2.3. Soient {fj}^^^ une partie finie de Ba{V>^) eta^ ^^=if7'^{^)- 
Les vecteurs Gj de (i3a(B"))" associes respectivement aux fonctions fj par 
le Lemme 2.2 verifient pour 2 < p < +oo et a £ {0} IJ[1/P' +oo[ : 

N N 

(10) II 2^ \Gj\ \\p/2,2a < -^(n,p,a)ll 2^ \fj\ \\p/2,2a 

j=i i=i 



p 
di) Pour a et /3 dans ]0, +oo[ tels que ap = (3q, le produit 



Les dualites suivantes sont valables pour pG]l,+oo[et ^ + ^ = 1 : 



< f/, y >Ar := V] / UjVjP^'^ ^dUn 



met en dualite les deux espaces {LZi{dun))^ et {{L%{dvn))^ munis respec- 



/3\ 

N 



tivement des normes ||C/||p^Q,^Ar := ||(^.-=;^ KjP)"'" llp,a ^t ||V^||<j,/3 



d2) Pour a = 0, le produit 



^""•^ >-=?/« 



N 

w*h*dan 



N- 



Qpn 1 J 



met en dualite {HP{M"')) et (i7'^(B")) munis respectivement des normes 

ll^llp.Af := III^IIIlpK) et ||i?||g,Ar. 

Preuve du lemme 2.3. Ctn^p^a) designera toute constante ne dependant 
que de n, p et a. 

Cas a > l/p. Soit Gj le vecteur associe a la donnee fj par le Lemme 2.2. 
Sa kieme composante s'ecrit grace a (6): 

(11) gj{z) = l(n,p,a)J^^ ^^_ ^ ^^^ ^^^^^^ Bk{z,w)fj{w)dMw) 
ou l-Bfel < C(n,p,a)- 

Fixons k dans {l,...,n} et notons F := (/i, ..., /jv), G := ((/i, ...,gjv) ou 
9j ■~ 9j- S°i^ ^ ~ (^1' •••j^A^) quelconque dans le dual (Lo(B"'))^. Grace 
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a (11) on a : 

r ^ 

<G,H>M = / y^g,{z)hj{z)p{zrP-^dvn{z) 



TKp.") LM (1-<z,u;>)"+^P ^"(^'^^ "" 



n ./Ml 



{J2fjMh~{^)duniw) ]p{zr-'dun{z). 
i=i 
L'inegalite de Schwarz et (11) donnent : 

(12) \<G,H>n\ < C(n«a) / [/ T. ^-^-^ ^— 

X |F(w;)|(ij/„(u;)]|/7(z)|p(z)"*'-i(iz.„(z). 

/■ /• p(u;)"P-l-("-Vrt 

- '-'{"-P-") /— ^ /--- |1_ < 2 ti; > ln+ap-{a-l/p) 



1 ./Tffin 



(13) X f{w)t{z,w)dvn{w)\h{z)dvn{z), 



ou: 



i(z,ti;) 
La fonction 



/ := \F\p^-yP^L^{dvn) 

h := |i7|p"P-i-(°-i/p) g L9(^;,^)^ car 1/g + 1/p = 1 et ap = Pq 



1— < z,!/; > 



^(■z) := / 1 ^^"^^^ , ^,^ /(w)(iz^„(u>) 



est dans L^{vn) pour s = ap — 1 — a + 1/p (section 7.1.4 de [8]) et verifie : 

\\v\\LP(ur,) < C'(n,p,a)ll/llLP(z/„)- 

Ainsi dans (13), l'inegalite de Holder donne : 

\ <G,H >N \ < C i^n,p,a)\\f\\LP{vr,)\\h\\Li{vr,) 
^ \\T?\\ w tjw 

La dualite di) permet alors d'avoir (10). 

Gas « = . Notons F = (/i,...,/7v) G (i^P(B"))^ avec F(0) = (0,...,0) 
et G{z,w) le noyau de Cauchy. Pour j € {1,...,A^}, le vecteur Gj associe 
a fj par le Lemme 2.2 est donne par sa kieme composante a I'equation (n) 
(preuve du lemme 2.2): 

„ n— 1 

9j{z) = G{z,w)(S2<z,w>^)w]^fj{w)dan{w) 

\d\<n-l 

(14) = Y. loz'Wi^eMm 
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ou 

J oM 
d'' = (0,...,0,1,0,...0), (laurang/c) 

le est un entier naturel. 

Pour avoir (10), il suffit done d'etablir pour ehaques <| 9 |< n — 1 et 
1 < k < n que : 

N N 

(15) \\Y.\^(oMf^)\'\\L^m<r.) < iiEi/^f ii^^/^K)- 

3=1 i=i 

Notons W = {wi, ...,wiy) ou Wj = M^(e,fc)(/7)- Soit H = {hi, ...,hiy) quel- 
conque dans le dual (i?^(]B"))^. On a : 

N 



<W,H>lT=y^ wAz)hAz)dar, 



Par definition de Wj on a : 



w,{z)h,{z)dan{z) = l\ IC{z,Oe'^''''^MOdan{OMz)da^{z) 



C{^,z)h,{z)dan{z)e+'^]f,{i)dan{0 



(le noyau C{^,z) de Caucliy est reproduisant pour W^iW^)). Ainsi : 

f N N 

^ II I Z7l II III TJ\ II 

— Ml \\\i-'^ \On} III lll-^^I^CTnj 

La dualite d2) permet d'en d'eduire que 

1 1 1 TI/ 12|| ^lllz?|2|| n 

3. Conditions necessaires 

Theoreme 3.1. Supposons 2 < p < +oo ei a G {0} |J[l/p, +oo[. 
Alors toute suite d'interpolation-Ba{W^) admet une fonction vectorielle in- 
terpolante dans i3|^ (B"). 



Remarque 3.1. Le noyau Kz{w) (9) reproduisant pour i3a(B") est une 



fonction (pour z fixe) dans le dual S|(B"). II en resulte que toute suite 



{i?Ar}^^-^ C i3S(B") verifiant ||-BAr||p,Q, < R admet une sous-suite qui con- 
verge (faiblement et) simplement vers B G ^^(B") avec ||i?||p,a < R. 

Preuve du Theoreme 3.1. Fixons A = {ajfc}^-^ dans /nt(i?S(B")). 
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La Remarque 3.1 permet de restreindre la preuve a une partie finie Ajsf = 
{ai,...,aAr} qui est aussi dans /nt(i?a(]B")). En effet, si Ton suppose que 
pour chaque A^ G N, on dispose d'une fonction vectorielle -Bat interpolante 
pour An dans B^^ (K") avec des constantes t(^n,p/2,2a) ^t C(^n,p/2,2a) indepen- 
dantes de N, la limite simple B d'une sous-suite de {Bjy}^^^ est clairement 

interpolante pour A dans Sfa (I^")- Fixons N dans N. Soient (3i, ...,(3^ les 
fonctions de i?a(B") associees a Ai\f par le Lemme 2.1. Nous etablirons que 
la fonction 

N 

(16) Bn:=Y.P]K, 

i=i 

est interpolante pour yljv dans S^a (®")) avec des constantes ne dependant 
pas de A^. On verifira a) et b) de la Definition 1.1 pour k = 1. 
Pour simplifier les notations, on pose : B := S^r 

a ■= ai, (3 := (3i, (p ■= (/>„, := {(fi, ..., (pn) 

4>j ■= (Paj ■■= (V'i, •••) V'n) pour 2 <j < N. 

Puisque a G f]j^2l^7 (0); ^^ Theoreme 1.2 nous donne G2,---,Gn dans 

(5g(B"))" tels que 

(17) Pj{z) = Gj{z).^{z), (zGB",2<i<iV); 

AT N 

\\/_^\Gj\ \\p/2,2a < -^(n,p,a)ll ^ l/^il \\p/2,2a j 
j=2 j=2 

(18) < C2 := C(„_p,a)Ci, (Ci du Lemme 2.1). 
(16) et (17) permettent d'ecrire : 

N 

(19) B = p^(P + yB,{Gj. 



i=2 



Les notations 



Gj := (ffj,...,5^) 

N 

i=2 

y '■= {l^kl)l<k<n 
l<l<n 

In '■= la matrice unitee, 
donnent I'ecriture matricielle : 

(20) B = M<j) 

(21) M = 0'ln + Y. 
Chaque element m;^ de M verifie : 

(22) I m^fc |<| /3 |2 +Ef^2 I G] \ 
et done 

(23) 1 1 "1-/^:11^/2, 2a ^ C^i + (^2, (coustantes de (18)). 
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Ainsi M verifie le point a) de la definition 1.1. D'autre part son determinant 
s'ecrit : 



(24) detM = il3^r + Y,Skil3'r 



k 
■^k\f^ ) 

fc=l 



Oil Sk est la soninie des f^uJ^Lj^)] niineurs principaux d'ordre k de Y. La 
definition de Y implique : 

Sfc(a) = 0, 

\\sk\\p/2k,2ka < n!C^. 

De nienie on a : 

(26) (3\a) = 1, 

\\iP'^Y\\p/2r,2ra = 11/?^ Ilp/2,2a' (r entier < n), 
< Ci". 

Pour la suite nous aurons besoin de I'estimation suivante ([6], Lemme 1.4) : 
3i^(n,p,a) tel que : 

(27) \h{z) - hia)\ < K(„,p,,)||/i||p,«p(a)-(5+"Va(^)| 
pour tons : a G B", h £ B'^, z£ {\(j)a\ < 1/2}. 

Dans (24) on a : 

n 

(28) \detM\ > |/32|" - Y^ |sfc||/?2|«-^ 

fc=i 

Appliquons (27) successivement a l/?^]" et Sk, pour avoir grace a (25) et (26) 
que: 

(29) ldetM(z)|>l-C3p(a)-'"(p+")|0„(z)|, (z G {|0J < 1/2}). 
De (22), on deduit que tout mineur (i„_i d'ordre n — 1 de M verifie : 

N N 

II en resulte que : 

N„_i|| P^,2(n-i)a <{n- mCi + C2T-\ {Q de (18)). 

2(n — 1) ' ^ ^ 

Comme dn-i{a) = 1 ou 0, (27) donne : 

(30) |d„_i(z)|<l + C4p(a)-'"(p+")|0„(z)|, {zG{\cPa\< 1/2}. 

Maintenant les constantes t(n,p/2,2o) ^t C{n,p/2,2a) de la Definition 1.1, voulue 
dans le Theorenie 3.1, s'obtiennent ininiediatement de (29) et (30). Ce qui 
finit la preuve. 
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4. Conditions suffisantes 

Theoreme 4.1. Supposons que la suite A = {ofclfcLi C B^ verifie : 

- La mesure fiA '■= J2k Pi^k)'^^^^ e.st de Carleson (5a est la masse de Dirac 
en a), 

- A admet une fonction vectorielle interpolante dans i?^(B^) ou p g]3, +oo[. 
Alors a toute suite {^k}'kLi de P^, (resp. i°°), on peut associer f dans 
Fp/3(B2) (resp. Fp/2(B2)) telle que f{ak) = Xk, k = 1,2, .... 

On etablira ce theoreme en deux etapes. Dans I'etape I, on met la suite 
finie {ak}k=i dans une boule RM^ := {Rz,z G B^} ou i? < 1. On ad- 
met ensuite la Proposition 4.1 (qui va suivre) pour resoudre le probleme 
d'interpolation-ii'^/^(resp. H^''^) relatif a la suite {-R~^afc}fcLi ^-^ec des con- 
stantes d'interpolation ne dependant ni de N dans N ni de i? voisin de 1. 
Cette independance permettera de passer aux limites lorsque R tend vers 
1~ et N tend vers oo; le Theoreme 4.1 en resultera. L'etape II consiste a 
prouver la Proposition 4.1. On utilisera la regularite de -Br(-z) := B{Rz) 
sur la fermeture B^ et certaines proprietes (mises en annexe) des mesures de 
Carleson generalisees [4] pour estimer des solutions de d et 9^ dans B^. 

Etape I 

L'existence d'une fonction vectorielle interpolante entraine la separation 
faible suivante: 

CoroUaire 4.1 Si {ak)k&% admet une fonction vectorielle interpolante 
dans B'i{W^), il existe rj = rif^^q^f^\ tel que les hyperboules Tj = {{(pal < 

2r]p{aj) '^ '} soient deux a deux disjointes. 

Preuve . D'une part dk '■= detM^^ € B^^g et ||dA;||g/ra,n/3 ^ n!C"; d'autre 
part dk{aj) = (0 7^ 4)a,.{aj) G kerMk{aj) pour j ^ k). Le point b) de la 
Definition 1.1 et (27) permettent de voir que t] := t[2i^(„ ,j/„„^)n!C"]~^ est 
bon pour le Lemme car |(ife(-z)| >t et |dfc(^)| < t/2 lorsque z ^TkCiTj . □ 

Proposition 4.1. Soit {Afc}^-|^ G i^, (resp. i°°). Les hypotheses du 

Theoreme 4.1 permettent d' avoir une constante C telle que pour tout entier 

N > 1, il existe Rm €]0, 1[ verifiant : 

{i) Uf=i7}Ci?ivB2 

{ii) yR e]RN, 1[, ^f(N,R) e HP/^M^) {resp. Hp/^{M'^)) avec, 

a) /(jv,R)(^"^ai) = Aj, j G {l,...,N}, 

b) ||/(Ar,R)||//p/3 (resp.HP/'2) < C' . 

Preuve du Theoreme 4.1. Soit iV G N fixe et Rn G]0, 1[ le reel 
de la Proposition 4.1 (supposee prouvee). Le dual de E = RP'^iM"^) est 
E' = RP'^P^^'iM'^) et sa boule est faiblement compacte. II existe done une 
suite {Tkj'^^i C]Rn, 1[ et /n G i7P/^(B^) telles que pour k tendant vers +00, 
Tfc tend vers I en croissant et f(N,Tk) tend vers /jv pour la topologie faible 
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a{E,E') avec H/AfUj/p/a < C . Pour j fixe dans {1, ...,N}, la suite de terme 
general 

gkiw) := C{w,T^^aj), {w € B^ ke N), 

oil C{w, C) '■= (1 — w.C)~'^ est le noyau de Cauchy, converge fortement dans 
E' vers g{w) := C{w,aj) puisque 

\gkiw)-g{w)\ 



1(1- 


w 


a 

Tk 


-1 


-(1- 


- w 


.ajY 


-ii 


X 


1(1- 


w 


Tk 


-1 


+ (1- 


- w 


.ajY 


-ii 




< 


- 


1)(1 


- 


\a,\y 

To 


-4 









Le produit < f,g >l (voir d2)) met en dualite E B f et E' 3 g et Le noyau 
de Cauchy est reproduisant pour E . Done : 

fN{aj) =< fN,g >*i= , lim < f(N,Tk)^9k >\ = ^j- 

Nous obtenons ainsi une suite {fN)NeN C iJ^/^(B^) telle que : 
fN{cLj) = Xj, j € {1, ■■■,N} et ||/Ar||j:^p/3 < C independante deiV. 
De nouveau la faible compacite de la boule montre que : 

- 3(/ArJfcgN extraite de {fN)N<=^, 

- 3/ G Hp/^{M'^) telle que /at^, — > f lorsque k — > +oo) faiblement. 
En particulier, 

f{a,)=<f,C{.,a,)>l = lim < fN„C{.,aj) >l 

k — >oo 

= A,- 
On finit la preuve du Theoreme 4.1 en mettant H^'"^ a la place de H^'^ . 

Etape II 

Notations et rappels sur les mesures de Carleson. 

- Si {g,h) : B2 ^ C^ et i? g]0,1[, on note : gR{z) = g{Rz); {g,h)R = 
{9R,hR); {dzg){w) := ELi ^(^)^^fc et dz{g,h){w) := {dzg{w),dzh{w)). 

- Dans le Corollaire 4.1, on note : (j)j '■= 'Pa-, fj '■= f]p{0'j) '^ " ) ^i(^) •= 11 
0j |< r} et r/ est pris dans ]0, l/4[ tel que Tj{2rj) n Tj.{2rj.) = pour j ^ k. 
-L'ecriture x < y signifie x < 7?/ ou 7 est une constante et (x « y) <^ (x ^ 
y et y ^ x) . 

- I Ej jiOijdzj A dzj |:= J2i j I ^l,J I ^t ^E est la fonction valant 1 dans E 
et ailleurs. 

- M^i(B") := {mesure de Borel /i dans B" : |/i|({z G B", |1 - ^.z\ < t}) = 
0{t"'), Vt > 0, V^ G 3B"} est I'espace des mesures de Carleson. 

- Pour a g]0, 1[, 1^"(B") est I'espace des mesures de Carleson d'ordre a 
defini en [4]. 

- W^/Q-^^(B^) := {(0, l)-forme v a coefficients continus dans B^ tels que: 

p-^/^{\vi\ + \v2\ + \dpAv\)du2 G VF"(B2)}. 

- M^(o,2)(J^^) := {(0' 2)-formes v a coefficient m G C°^(B2) tel que p^/'^mdv2 G 
Ty"(B2)}. 
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Dans le lemme suivant, ces classes sont connectees par les operateurs d et 

Lemme 4.1. Supposons que a g]0, l[ et q = j^^ ou a = 1 et q = +oo. 
On a 

(i) (w e ^(0,2) (®^)) ^ (3w G ^(0,1)*^^^) ■.dv = uj) pour tout a g]0, 1]. 

(ii) {v £ W^Q^-^-^(M^) et dv = 0) ^ (3s e ^^(SB^) : dbS = v) pour tout 

ae]0,l[. 

(iii) Pour une mesure de Borel positive fi dans B", il ya equivalence entre : 

(O') [ IfTdfi] ''^ < CrWfWn^iM'^) pour un certain r g]0, +cx)[ et toute 

/ G i7^(B"), 

(b) fi G VFi(B"). 
(iv) (7 G VF"(B")) 4^ (3/ii G VFi(B"),3/i G L^d/iil) : 7 = Vi) Pour tout 
a G]0,1]. 
(v) S'i a > l/p,7 G VF"(B2) et 5 G i/P(B2), a/ors g-f G VF"-i/p(B2). 

References, (i) est dans le Theoreme 3.9 de [1], 
(ii) est le Theoreme 7 dans [4], 
(iii) resulte du Theoreme 3.1 dans [6], 
(iv) est en page 156 de [3]. 

Montrons (v). (iv)^ (7 = Vi on /ii G W^(M>'^) et /i G L^^{d\fii\)). 
(m) ^ 5 G LP{d\fii\). Done gh G L''ld\fii\) ou 1/r = 1/p + 1 - a. De 
nouveau (iv) ^ (57 = 5/1^1) G ^^^-^/^'(B^). 

Lemme 4.2. (i) Za mesure dfi{z) := X]fco''7 P('^i)~"^^T (2r )(-2)'iz^2(-z) 
est de Carleson. 



Preuve. On utilise (iii) du Lemme 4.1 pour r = 1. Si f (z H 

on a : 

00 

ZZ^2 • 
j=0 •'^j(2rj) 



im2\ 



n 00 „ 

/ \f\df, = Y,rj'p{a,r' / \f\di- 



Si C G Tj{2rj), (27) implique que : 

|/(C)-/(«,)MiiJiiHi 

et I'ecriture |/(C)| < |/(C) - f(.aj)\ + \f{a,)\ donne : 

/ \f{C)\dli{C)^h+l2, 
Jb2 



ou 



j=0 

00 
/2 = Y,^j'p{a,)-'\f{aj)\u2{T,{2r,)). 

j=0 
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Puisque U2{T,{2r,)) < r^pia.f ([8], §2.2.7) et T.T=o\f{^jM^i? ^ WfWu 



(car Y1T=Q Pi'^jY' ^aj est de Carleson), on obtient que I1 + I2 ^ ||/||_f/i- ^ 



Lemme 4.3. A tout N dans N, on pent associer Ri\f dans ]0, 1[ tel 
que : 

«;Uf=i5M2^Ci?jvIB2, 
h) yR G]i?jv,l],Vj G {1,...,N}, on ait : \<t)j{R-'^w)\ < 2\(j)j{w)\ pour tout 



N 



Preuve. Fixons N dans N. Soit R'jy €]0, 1[ tel que le compact IJa:=i ^fc(2?^fc) 
soit dans R'j^M'^ et fixons j G {1, ...,N}. La fonction 

|1 — Oj.ttJp |1 - Oj-^l 

est uniformement continue sur le compact [i?^,2] x fij. Soit eTv := inf 

2 

{-^,k = 1, ..., A^}, (vk est en notations). II existe Rj €.]R'j^, 1[ tel que : 

(R e]R';, 1]) ^ ( 7i(^, w^) < 7j(l, w^) + eN,yw £ % ). 
Par ailleurs, 

7j(l,tt)) = 1 — \(l)j{w)\ ,yw € B , (propriete des (pa, a G B ), 

< 1 — Cat , Vtf E il j . 

II en resulte que 

(it: €]R'j, 1]) ^ (7j(i?,u') < 1, Vu- G %), 

^ {\(l)j{R-^w)\ < 2\(Pj{w)\,yw G %). 
Rn = snpi^j^j^ i?" verifie le point b) du Lemme. 

Construction de la fonction fiN,R) voulue dans la Proposition 4.1 

On suppose les hypotheses de la Proposition 4.1 et on fixe : N dans N, 

Rn du Lemme 4.3, R dans ]Rn, 1[ et < x ^ 1 une fonction de classe C°° 

TO + n ^ ^ / 1 si |x| < 1/2 

sur M telle que : y x = s „ • / 

^ '^^ ^ [ SI |x| > 1. 

La fonction 

N 

i^Wi?)(^):=EV7'x(l<A,(^^)P) 
i=i 

est lisse au voisinage de B^ et verifie 

F(jv,R)(i?-'a,) = A,-, l<i<iV. 
Pour z G R~^Tj on a : 

</>,(i?z)=^,(i?z)5R(z), 
ou ^j est I'inverse de Mj] il en resulte que : 



d < ^j{Rz),<p,{Rz) > = < BR{z),^A,{Rz)\d,(t)j,R){z) >, 
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ou *yl est I'adjointe de A. Un calcul direct donne (pour tout z € B^) : 

f {Bi,B2) := B 7 ^ n oi 

^^"" I B,,r{z) := B,{Rz) ^* P°^^ ^ ^ ^^' 2}' 

TV 
(31) c.f^,«)(^) := RY,^,rfx{rf\HR^)?)C';{Rz); 



C'^(w) etant la compposante de rang k du vecteur ^A^{wydz4>j{w). Les 
(0,l)-formes ^(j^p) sont de classe C°^ au voisinage de B^ et on a : 

(32) d,{uj}^^ji^{z)) = -B2,R(^)wfiv,i?)(^) 

(33) d^iuf^^R-^iz)) = Bi^ji{z)u;f^^ji){z) 

N 

(34) oucuf^^^) = i?2^A,r-V(r-'|.^,(i?^)P)x 



detAj{Rz)Jc4'j{Rz)dzi A (iz2 

(Jc est le jacobien complexe). 

Le support strict de la derivee X (^7 \'Pj{Rz)\^) d'ordre / > 1 est dans 
R^^i^j, qui est a son tour inclu dans Tj{2rj) et les Tk{2rk) sont deux a deux 
disjoints. Ainsi si I'on pose 

oo 

(35) A(z):= J]A,eT,(2r,)(^), ^ € B^, 

les formes dans (31) et (34) s'ecrivent : 

(36) ^\n,K) = -^(^)["^J]J,i?)(^)c^ + "^(]J,ij)(2^)c^]> fee {1'2} 

(37) ^In,r) = Kz)'mf^^R){z)dzT Adz^ . 

Pour majorer ces formes uniformement par rapport a N et R, on utilise les 
inegalites suivantes dont les constantes ne dependent ni de j G {1, ..., A^} ni 
de R €]Rn, 1] ni de z G R^^Qj : 

* p[z) < p{Rz) < p{aj) 

* \Jc<Pj{Rz)\ ^ p{aj)-^/^ 

* \{d,cPj)iRz)\ ^ p{aj)-\ (car 0, G {H^f) 

* \Aj{Rz)\ ^ 1 

* |x('H^7'l'^^-(^^)l')l ^ ^R-'n,{z) ^ eT,(2r,)(^) 

* rk ^ p(afc)^ Vfe G N 

* piz) « piak), Vz G Tkil/2), Vk G N. 

Ceci permet de voir que les fonctions m ' de (36) verifient pour chaque z 

deB^ : 

(38) max[piz)-^/^\m'^^^^^iz)\, p(z)i/2|mJjv,R)(^)l 1 ^ Hz), l,k e {1,2}, 

oo 

(39) ou m{z) ■.= ^rj'^p{ajy^eTj^2r,)iz), zeM'^. 
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Par ailleurs, si {Aj}^;^ G ^L (resp.£°^), on a : 



oo 



oo 
P 



oo 

^ 5]|A,|M«.-)', (car i.2(Tj(2r,)) ^ r|p(a,)') 
< oo 

et grace auLemme 4.1, X{z)m{z)diy2{z) est dans ^^-'^"-'^/^(B^) (resp. W^{M'^)). 
Ceci avec (36), (37) et (38) se resume comme suit : 

Lemme 4.4. Lorsque {Xj}'jli G i^i (resp. £°^), on a : 
(i) X{z)m{z)diy2iz) est dans W^^'^/p{M'^) (resp. W\M^)). 
(ii) Les (O,l)-formes ujfj^j^^ sont dans ^/.^"^^^(B^) (resp. ^/(^^^^(B^)) et 
verifient 

P"'^'l^Wi?)M|Ak, (A: =1,2) 
(iii) La (0,2)-forme t^j'^ m est dans VF'i"2) (B^) (resp. Wi^^^)^"^)) e^ verifie 



Nous sommes a present en mesure de resoudre le d et le d^ dans ces classes 
de Carleson pour avoir la fonction fmm annoncee. E. Amar a utilise des 
noyaux Kj{z,() (notes Aj{z,() + Bj{z,() dans [1]) pour resoudre 

dv = Lo, (3*) 

de sorte que lorsque la donnee uj = l{z)dzi A dz2 est dans W^2)(^'^)j ^^ 
(0,l)-fornie v a coefficients 



Vj{z):= / K,iz,C)liC)di^2{C) 



est alors dans Wf^ -^n(B^). En fait, il a etablit la propriete ( P) (legerement 
plus forte) suivante, dont jouissent ces noyaux (preuve du Theoreme 3.9 en 

[1]): 

Proposition. Pour Vi{z) := ^^ f [\K^{z,C)\ + |i^2(^, 011^(0^^2(0, 
on a: (P) [ p{QY'n{Q)du2{0 G H^"(B2) ] ^ [ Vi{z)dv2{z) G 

I^°(B2) ]. 
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{N,R) 



Mise dans (3*), Lofjy „-, du Lemme 4.4 donne : 



(40) 3w(;v,i?) e VF(Q^^)/^ (resp. VF(o,i)) : 9w(7v,fl) = ^fN,R)- 
Grace a (P) et le Lemme 4.4, /(C) = \X{()\m{() verifie : 

(41) p{zr'/^\v^^^R){z)\ ^ Vi{z), (zeM^), 

Vi{z)dv2{z) e W'^^-^'P^ (resp. W^). 
(31) et (34) permettent de voir que les formes 

(42) ^(Af,iJ) := ^In,R) + B2,R Vi^N,R) 

(43) fJ'lN,R) ■= ^fN,R) - ^hR V{N,R) 

sont : 

a) 5-fermees grace a (32) et (33), 

b) a coefficients continus sur B^, (f(7v,_R) I'est grace a la Proposition A de 
I'annexe A), 

c) dans WL ^s (resp. WL ^s ) : on applique le Lemme 4.2 a i'(Ar,R) G 

WL ^. (resp. Wh ^•.) et Bj^r € H^, ainsi que le Lemme 4.4 aux formes 

'^{N,R) ■ 

La solution s^^ m de Skoda ([4]) de I'equation 

(44) dbs\N,R) = f^'lN,R) 

est continue sur dM'^ grace a la proposition A de I'annexe A et ^f/y m est 

continue sur B^. On pent alors appliquer la Proposition 2.1 de ([9], p. 239) 
pour avoir une fonction S^j^ m sur B^ telle que : 

(i) 5'^jvR) ^^* continue sur B^, 

(ii) dS^^j^^ = M(jv,R)) 

(iii) la restriction de •S'^jvR) ^ ^^^ ^^^ ^fWi?)' 
On pose : 

(45) f{N,R) ■= F{N,R) - ^l,R'S'(Ar,R) " ^2,r5'(^ j:j) , 
et on montre ce qui suit : 

Lemme 4.5. Sous les hypotheses de la Proposition 4.1, il existe une 
constante C telle que VN € N, Vi? £]R]\f, 1[, la fonction f(N,R) verifie : 
{}) t\N,R){R-^aj) = Xj, j e {l,...,N], 
(ii) f(N,R) ^si holomorphe, 

(iii) II f{N,R) \\hp/3 {resp. Hvl'^)< C". 

Preuve du Lemme 4.5. (i) B^^ji^R^^aj) = B^^aj) = et F(jv,r)(-R^"'^Oj) 
= Aj_pour J e{l,...,N}. 

(ii) df(N,R) = C?-^(Af,_R) - Bl,Rt^{N,R) ~ ^'^,Rl^{N,R) = ^■ 

(iii) Pour k G {1, 2}, C^ designera toute constante ne dependant ni de A^ € N 
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ni de R €.]Rn, 1[- La fonction f(N,R) est continue sur B^ et sa restriction a 
dM^ s'ecrit : 

(46) f*N,R) = ~Bl,R ^(.N,R) ~ ^2,R S(N,R)- 
Puisque B^ € H^^ et ||-B^ /j||lp(o-2) ^ II^A:llLP(cr2)) il suffit d'avoir : 

(47) \\-^(N.R)\\LP/'HdcTo.)(Tesv. LP(dao) — ^k 



(Af,_R)llLP/2(da2){resp. LP{du2) - ^ki 

k 
iN,R) 



pour avoir (iii). Dans (44), sf ^r r.\ s'ecrit nioyennant les noyaux de Skoda 



([4], P.20) : 

(48) sfj^^j,) (z) = J^^K{z,C)A I^1n,R) (0 + 

/"(JV,iJ)(C)A9(|Cl 



c 

k ir\ A 'finr\2\ 



La structure d'espace de nature homogene que porte le bord X = dM"^ a 
permis d'ecrire ([4], Th.6) : 

- les noyaux K et L sous la forme Kt et Lt que nous notons indifFeremment 
ici par Pf, 

- s^j^ m comme la somme des balayees (Annexe B) PI (z) de mesures 

l\N,R)iOdv2{0 qui sont dans VF^^-^/p) (resp. W^^^^/'p'^), car Ii\n^r){0 G 
W}q 1) (resp. H^Iq -^n ). II suffit done pour avoir (47), d'etablir que : 

(49) \\Pll^^^^du2 llLP/2{da2)(rcsp. LP(da2)) ^ ^'k 

De (48) on obtient que 

(50) ii^nMOI ^ picr'ViN,R)ioi (CGiB^)- 

Grace a (41), (42), (43) et le Lemme 4.4, on deduit de (50), que pour j ^ 
k G {1,2}, la fonction /(C) = |A(C)|m(C) verifie : 

(51) \iiN,R)ic)\ ^ m + \B,,R{c)mc)^ 

ldv2 et Vidv2 G VF^^"^/*') (resp. W^). 
De meme grace au Lemme 4.2 et au fait que Bj^n E H^ on a : 

\Bj,R\Vidv2 e l^(i-2/p) (rggp_ vF^-i/P). 

Maintenant les noyaux Pt de Skoda et Pi de Hardy-Littlwood verifient les 
conditions {HI) et {H'l) de I'annexe B. Le point (i) de la Proposition B 
(de cette Annexe) s'applique aux deux mesures lfj^ffi)di'2 et (/+ \Bj^ji\Vi)di'2 
pour donner grace a (51) : 



/coA II p* 11 ^11 pO* II , _|_ II pO* II 

[bZ) WUl^^^^^dui^^LP/Hdai) ^ \\ndu2\\LP/^ida2) + \\^\B,^n\VidL'2\\LP/2(da2)^ 

(resp. partout L^ au lieu de L^' ). 
Grace au Lemme 4.1 on a aussi : 

Vidi^2 = hdwi ou wieW^ ethe LP{d\wi\) (resp. L°°(d|wi[)) 

\\Bj,R\\LP{d\wi\) ^ ||-Bj,-,i?||//P. 
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Ceci avec la Proposition B de I'Annexe B permet d'ecrire: 



\P 



0* 



\Bj^R\Vidu2\\LP/'\da2) (rcsp. LP(da2)) 



< 



.0* 



^{Bj^ul \h\d\wi\\\LP/^{da2) (rcsp. LP(da2)) 
^j,R H\LP/'^{d\wi\) (rcsp. LP{d\wi\) 



LP(d|w)i|) (rcsp. L°°(d|«ii|) 
'j,R\\Hp\\h\\LP(d\wi\) (rcsp. L°°(d|M)i|) 
'ill-H'p||^llLP(d|«)i|) (rcsp. L°°(d\wi\) 



Grace a (52), la constante : 

^'k •= \\Pldu2\\LP/'^(d<T2) + \\^j\\Hp\\HLP{d\wi\) (ves^. L°°(d\wi\))-, (^ / J G 

{1,2}), 

verifie (49), ce qui acheve la preuve du Lemnie 4.5. et etablit la Proposition 

4.1. 

Annexe A 

Proposition A. (i) En (40), la (O,l)-forme V]\f,R resolvant dvjy^ji = uj% j^ 

est a coefficients continus surM"^. 

(ii) En (44), la solution s^^ de di,s^ ^ = /i^^ est continue sur 918^. 

Preuve. (i) Le support L de w := o;^^ est compact dans B^. Les 
coefficients de la solution v := viy,R qui est en page 12 de [1], s'ecrivent : 



(53) 



/•27r p JO 

v,{z)= / (/ i^,(z,r,e^^C)A^C'))^, 



avec 



C = (C,C3), C gb2^ 

z GB^r^ := (1- \z\^)l 
iG{l,2}. 



Le denominateur D{z,rze ,Q commun aux noyaux Kj{z,rze ,C) est de 
module 

(54) \D{z,r,e'',0\ = \l-z:C-ne'%f. 

On met le compact L dans {( G B^ : |(" | < (5}, avec < 6 < 1 pour avoir : 

|Z)(z,r,e*^C',C3)|>(l-(l-kl')^-<Jkl)^ 

/ z G P (C', Cs) G B^ avec C' e L 
P°^^'"^n ^G[0,2vr]. 

La fonction (^^(t) := 1 — (1 — t^) 2 — 5t demeure > sur lyr^, 1], il existe 
done ms < 1 et e^ > tels que : 

\D{z,r,e'',C',C3)\>e5 

z e C{nis,i) ■= {z eC^ -.ms < \z\ < 1}, 
C = (C',C3)gB3, avecC'GL, 
e £ [0,27r]. 
Ainsi dans (53), chaque coefficient fj{z, 6, (") de Kj{z, r^e*^, C) Aaj(C ) est une 
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fonction continue sur C(^ms,i) >^ [Oj^vr] x P2 (L) ou p2 '-M-^ 3 (Ci)C2,C3) — ^ 
C = (Ci, C2) £ C^. En outre, il existe Cs > tel que : 

\fj{z,eX)\ < Cs sur q„^,i) X [0,27r] xp^^L). 

Par consequent, vue conime integrale dependant du parametre z, la restric- 
tion de la fonction Vj{z) de (53) a C(„^ 1) est continue : on fait tendre \z\ 
vers 1 et on applique le theoreme de la convergence dominee. Le point (i) 
de la Proposition A en resulte puisque v est deja continue dans B^ conime 
element de W(^o^i)(M^). 

On demontre le point (ii) en utilisant Le Theoreme 2.2 de [2] : //^^ est 

une (O,l)-forme 9-fermee a coefficients dans L°°[di'2) et B^ est un convexe 
de type 2 de C^; s^^ p^ est done de Lipschitz sur (9B^. □ 



Annexe B 

On se refere aux six premieres pages de [4] pour rappeler ce qui suit : {X, 5, a) 
est un espace de nature homogene. P^ est le noyau de Hardy-Littlwood sur 
X. Pf est un noyau sur X et M la fonction maximale associee . Elle associe 
a 5f G L^{cr), la fonction 

Mg{x) := sup{(^t^yy,s(^^y)^t}\Ptg{y)\ 

ou Ptgiy) := / Ptiy,z)g{z)da{z). 
J X 

On suppose que Pt verifie les deux conditions : 

(HI) : Vg G]l, oo[, 3C, > : ||M/||, < C,||/||„ V/ G L^ia), 
(H'l) : sup(j_^)g]R+xX / \Pt{x,y)\d(T{y) < +00. 

Si w{t, x) est une mesure de Borel bornee sur IR+ x X de variation totale 
|tt;|, sa balayee par Pt est la fonction 



P 



,{y) ■■= / Pt{x,y)dw{t,x) 

JR+XX 



et w e W^ signifie que P^^, € Li-" {da), lorsque a g]0, 1[. 

Lemme B. Supposons que Pt verifie (HI) et {H'l). Soient a G]0, 1[ 
etp= j4^ . // existe dors Cp > : \\Pi^\\Lp{a) < Cpll-f^'L*|llLp(<7), w G VF". 

Preuve. On note || \\p := || ||lp(o-) et g = ^ le conjugue de p. Soit 
/ dans L'^{a). Puisque P?*, € LP{a), on a d'une part : 

A := [ P;':^{y)\f{y)\da{y) 



< \\P^* 



X 

.0* 

|«,|llp \\J \\q > 
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d'autre part, la definition de la balayee et le theorenie de Fubini donnent : 

A> [ \[ Pj'{x,y)f{y)da{y)\d\w\{t,x). 

J R+xX J X 

Ainsi nous avons : 

(56) I \PU{x)\d\w\{t,x) < ||^?:|||p 11/11,. 

J R+xX 
Puisque Pt verifie (HI), on remplace / par Mf dans (56) pour avoir : 

(57) f \Pl'Mf{x)\d\w\{t,x) < C.llf^o;, lip 11/11,. 

J R+xX 

Comme |-Pt/| < |P^*^M/| ([4], p. 6), I'expression explicite de la balayee 
([4], p. 5) et le theoreme de Fubini permettent d'en deduire le Lemme B 
puisqu'alors : 

P:,{y)f{y)da{y)\ < C,||f^O;|||p ||/||„ / G L«(a). 

X 

Proposition B. Soient wi € W^ une mesure positive et 1 < p < +oo . 
(i) 5"^ Pt verifie (HI) et (H'l) et si g et h sont dans U'{da) avec \g\ < \h\, 

<^lorS WPldn^Mr-ida) < Cpll^h|d»JlLP(da) • 

(ii) L'operateur O : U'{dwi) — > L'P{dcj) defini par 0{h) = P^"^^ est borne, 

c-a-d 

3C>0 : \\PJ!2^jLPida) < C|l/i||ip(rf^,), hGLP{dwi). 

(O est bien defini puisque h G L'P{dwi) ■^=> hdwi gW ^ ([3], p. 156). 

Preuve. Le Lemme B donne (i) puisqu'on a P^^l^^ < ^\h\dw • Pour 
avoir (ii), on considere g dans le dual L'^[da). On a alors: 

Ptd^,{y)9{y)d'y{y) \ = \[ if Pj'{x,y)h{t,x)dwi{t,x)]x 

X J X J R+xX 

a{y)dcr{y)\ 
< [[ \P^g{x)\''dwi{t,x)]-^ X 



(/ 

J I 



xX 

\h{t,x)\Pdwi{t,x)]p. 



l+xX 

Grace a une estimation dans ([2], p. 8), la premiere des deux dernieres 
integrates est majoree par C||5f||i9((icr) ou C ne depend pas de g. □ 
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